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Un corrigé

Partie A

Pour toutn € N*,on a:
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et ainsi :
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La série harmonique Z — diverge donc pour que la série Z wy, converge, il faut que y+a+b—c—d =0,
neN* n neN*

c'est-a-direy = —a — b+ c+d.
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Réciproquement, siy = —a—b+c+d, alors w, = O <2> et la série Z —; converge absolument. Donc,
n neN* "

par comparaison, la série Z wy, converge.
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Finalement, la série g wy, converge si, et seulementsiy = —a — b+ c+d.
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Dans ce cas, la série Z wy, converge, notons [ sa somme. Or, par télescopage :
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Vn € N*, Zwk = Z(Uk+1 — k) = v — V1,
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ce qui signifie que la suite (vy,),en+ converge ( vers [ + vy ). Or, pour tout n € N*, on a aussi u,, = -

avec lim e"» "' = ¢!, donc,avec L = ¢! >0
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On sait que la série de Riemann E — converge si, et seulement si fa > 1, donc par comparaison la
n
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série Z uy, converge si, et seulementsiy=—-a—-b+c+d > 1.
neN



(a) On sait que la fonction arcsin est de classe € sur | — 1,1[ et que :
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Vo €] —1,1[, arcsin(x) = ﬁ = (1- 1:2)71
Or, on sait que :
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On a donc ici avec o = 5 :
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On adonc:

d’ol1 on tire :
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Enfin, par intégration, sachant que arcsin(0) = 0, on obtient :
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Pour déterminer le rayon de convergence, on utilise le critere de D’Alembert. En effet, pour tout n € N,

osons by, (2n)! Alors :
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On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére de arcsin est Ry = 1.
(b) Pour toutn € N,ona:
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Donc, d’apres le critere de Raabe-Duhamel, la série numérique E b, converge. Or :
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Va € [_17 1]7 ’bnx2n+1 < bna

donc la série entiére de arcsin converge normalement sur [—1, 1], 'égalité (1) est donc valable sur toute
I'intervalle [-1, 1].



Partie B

1. (a) D’apres ce qui précede, la série E uy converge si, et seulement si y = —b+ d > 1. Dans ce cas,on a :
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Donc lim nu, =0.
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(b) Soitn € N. Alors, par télescopage :

n n
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donc lim zr, = 0. Par définition de la suite (uy)nen, On a pour toutn € N :
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et donc pour tout n € N:
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Dong, en faisant tendre n vers 400, on obtient 0 = (b — d + 1) Z ug + (d — 1)ugp, et donc :
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2. (a) Pourtoutn € N,ona:
b
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donc le rayon de convergence de la série E upx" est Ry, = 1.
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(b) Pourtoutz €] —1,1[,ona:
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On obtient donc :
Vz €] —1,1], z(1 —2)h (z) = (bx — (d — 1))h(x).

(c) Pour d =1, on obtient I’équation (1 — x)h(x) = bxh(x), soit :

vxq—Lu,mm:xilm@.

On en déduit que Vz €] — 1,1[, h(z) = k(0)e ™"~ ou encore:
Ve €] — 1,1, h(z) = uge ?1-2),
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qui tend vers 1 a l'infini. Donc le rayon de convergence de la série entiére E u,z" est R = 1. De plus,
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on est dans le cas o1 b = 5 et d = 1, donc d’apres 1’étude précédente :
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soit :
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3. (a) La fonction ¢t — est continue sur [0, +o00[ et qui est une fonction

1
(3 + 1)nt! (B3 1)+l troo (3043
positive et intégrable au voisinage de +oo. Il s’ensuit que les intégrales I, sont bien convergentes.
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De plus, une intégration par parties donne pour tout n € N :
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D’une part, pour toutn € N :
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donc, d’apres la régle de Raabe-Duhamel la série Z I, diverge.
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D’autre part, Z 1)"I,, est une série alternée avec (I,,),en décroit puisque Ing _ 302 < 1, de plus
P n)neN puisq I, - 3n +3 4 p

neN
la suite de fonctions continues ( f,,)n,en converge simplement vers la fonction nulle sur |0, +o00[, dominée

par le fonction g : t — T qui est intégrable sur |0, +oo|, donc, d’apres le théoreme de convergence
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dominée, lim I,, = / 0dt = 0. D’apres le critere spécial des séries alternées : la série Z(—l)”]n
—
e 0 neN
converge.
Puisque la série Z(—l)" nx" converge pour z = 1 et diverge pour # = —1, on en déduit que son rayon
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de convergence est 1 et donc, l'intervalle de convergence de la série Z(—l)” nxest] —1,1].
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Calculons Iy, en utilisant une décomposition en éléments simples de la fraction il
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Ainsi, pour tout z > 0:
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(d)

D’ou
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Par linéarité de l'intégrale, on a :

(_1)I’€:/ 3 k+1 / 3 <
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d’oti, en reconnaissant une somme géométrique :
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ou encore :

avec J, = (—1)" /+Oo dt
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Or, pour toutn € N,ona:
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donc lim J,, = 0, et le changement de variable ¢ = V/2u donne :
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342 Bl 2"
d’ot1 on peut conclure :
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